C*-algebras de dimensién finita

1. Toda C*-dlgebra de dimensién finita A tiene unidad: todas las normas
en A son equivalentes entre si, asi que la bola unidad cerrada es com-
pacta. Luego toda unidad aproximada tiene una subred convergente,
necesariamente a la unidad.

2. Hay una biyeccién entre ideales de A y proyecciones centrales: a cada
ideal I le corresponde la proyeccion p;: la unidad de I; a cada proyeccion
central p le corresponde el ideal Ap que ella genera.

3. SiZ(A)=C{1,...,m}) y p; ~ xyj}, entonces toda proyeccion central
es suma de las p;. A= @7, Ap;, y cada Ap; es simple. Luego A tiene
exactamente dim Z(A) ideales simples no nulos.

4. Suponemos ahora que A es una C*-algebra de dimensién finita simple.
Sea C'= C({1,...,n}) una C*-subdlgebra conmutativa maximal de A,
y sea ej ~ Xyj}- Se tiene:

» Six,y # 0, entonces xAy # 0: porque si no (AxA)y = 0, lo cual
contradice que el ideal generado por x es todo A.

» ¢;jAe; = Ce;: por la maximalidad de C' debe ser e;Ae; C C, y por
lo tanto e;Ae; C e;jCe; = Ce;.

» Para cada j sea u; € e;Ae; de norma 1. Entonces u; es una iso-
metria parcial (“de e; a e;”):
* _ . o
uju; = ej,  uju; = er.

» Ahora definimos u;; := ufu;. Entonces {u;;} es un s.u.m. (“sistema

de unidades matriciales”) es decir: Y " u; = 1, uf; = uy, y
wijup = 6jpuy (w;; es una isometria parcial “de e; a e;”).
= Dado a € A:

eaejug; = e;aejuiu; € e;Ae; = Ce;.

Entonces existe un tnico \;;(a) € C tal que e;aeju;; = Nij(a)e;, y
por lo tanto e;ae; = \ij(a)u;.

= Sia € Ara= (311 e)a(X]j_, ¢5) = D00, eaae; = 300 Aij(a)uy;.



= Se concluye que ¢ : A — M,(C) tal que ¢(a) = >, \ij(a)Ej;
es un isomorfismo de C*-algebras.

Por lo tanto se tiene:
Teorema. Si A es una C*-dlgebra de dimension finita, entonces erxisten
MyN, .. Ny € Z7F tales que

AgMnl@...@M

T, *

Ademds es m = dimZ(A), y los enteros ny,...,n, son unicos a menos de
permutaciones.
Homomorfismos

Un homomorfismo de M, — M, se puede ver como una representacién
¢ : K(C?) — B(CP). Dicha representaciéon es suma directa de la parte no
degenerada de ¢ mdas una representacién nula (que puede ser de dimensién
0). A su vez, la parte no degenerada es suma directa de representaciones
ciclicas y, como es de dimension finita, es a la postre suma de representa-
ciones irreducibles. Pero, a menos de equivalencia unitaria, hay una tnica
tal representacién, que es la inclusion natural. Luego, existe £ € N tal que
kg < p, y a menos de equivalencia unitaria es

diagy(a) Op—kq )
a) = . ,
#la) ( Op—kq dla‘gp—kq(O)

donde, si b € M,,, diag, (b) € M,,, es la matriz que tiene n bloques iguales
a b en la diagonal, y es nula en el resto de las entradas. Por ejemplo si b =

a B 0 0

(i ?), entonces diag,(b) = g g 2 2 . Nétese que el homomorfismo
0 0 ~ ¢

© es unital sii p = kq.

También indicaremos por diag(ay, as, . .., a,) la matriz que tiene por blo-

ques diagonales a las matrices ay,as,...,a,, y 0 en el resto de las entradas.

k
——

Por ejemplo diag,(b) = diag(b,...,b).



Ahora, cada homomorfismo de ¢ : &7_; M, — M, se descompone como
una r-upla (¢1,...,¢,), donde ¢; : M, — M, es un homomorfismo. Lue-
go, a menos de equivalencia unitaria, ¢ queda determinado por una r-upla
(K1, k), tal que Y27 kjg; < p, que indica que

p=2"5-1 k4
. ——
(p(a> - dlag(gpl(aL 302(a)7 ey @T(CL)? 07 cee 70)

Cada k; indica “cudntas veces se coloca M, en M,”. Como antes, observamos
. . 7 . s
que ¢ es unital si y solosi . kjg; =p
Siguiendo la misma linea de razonamiento, cada homomorfismo

MQ1®"'@Mqr_>Mp1@"'@MS

corresponde a s homomorfismos My, @& --- @& M, — M,,, 1 < i < s, lo
que da lugar a una matriz k, = (k;;) € M, (N), llamada matriz de
multiplicidades de ¢ donde k;; indica la multiplicidad de M, en M,
de modo que se tiene:

S
> kg <pi, Vi=1,...,s.
j=1

A este homomorfismo lo llamaremos estdndar. Notar que ¢ es unital si y
solo si k,¢ = p, donde ¢ = (q1,...,¢,) y D= (p1,.-.,ps). También se puede
representar el homomorfismo ¢ por su diagrama de Brattel<, ilustrado en
el ejemplo siguiente.

Ejemplo.
My, & My & My — M; & Ms dado por la matriz (k;;) = <2 L 1>,

NIX

En general, el diagrama de Bratteli del homomorfismo

corresponde al diagrama:

My @ ®© My, = My, @+ © My,



codificado en la matriz (k;;) es un grafo con r + s vértices dispuestos en dos
niveles. En el primer nivel los vértices son nombrados con los tamanos de las
matrices de los sumandos directos del dominio de ¢, y en el segundo con los
tamanos de las matrices de los sumando directos del codominio de ¢. Entre
el j-ésimo vértice del primer nivel y el i-ésimo del segundo hay k;; aristas (o
una arista con peso k;;, como en la figura siguiente):

Q . qj - Gr—1 qr
kﬂ kz] ki,r—l
P1 b2 e pi cee Ds

1. C#*-algebras aproximadamente finitas

1.1. Limites inductivos

1. Consideraremos sélo sistemas directos {A, b Api1tn>1. Se define
Onn = Ida,, v para n < m: @, @ A, — A, inductivamente a través
de ©nm+1 = PmPnm. Por lo tanto sin < m <[ es g, = ©mi@nm.

2. El producto [],,5, An es una *-dlgebra.

3. Ay = {a = (a1, aq,...) : In, tal que apy1 = @n(a,)Vn > n,}. Es una
*-subdlgebra de [],5; An.-

4. p: Ayg — [0,00) tal que p(a) := lim,, ||a,|| estd bien definida y es una
C*-seminorma.

5. Sea A la completacion de Hff de (Ag,p). Para cada n definimos ¢" :

n—1
——
A, — A como ¢"(a,) = [(0,...,0,an, ¢n(a,),...)]. Entonces los dia-
gramas siguientes conmutan:
An o AnJrl
+1

A "
A

6. El par liﬂ{An,@n} = (A, {¢"}) se llama limite directo, o limite
inductivo, o también limite inyectivo, y satisface la propiedad
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10.

universal siguiente: si B es una C*-dlgebra y para cada n se tiene un
homomorfismo v, : A, — B tal que

Ay

n
AnJrl

©
A wn+1

B

entonces existe un unico homomorfismo ¥ : A — B tal que

A,
N
B

A v

La sucesion {¢™(A,)}n>1 de C*-subélgebras de A es creciente y su
union es densa en A.

. Ejercicio. Sean {4, hid Api1bn>1 un sistema directo y (ng)g>1 € 27

una sucesién estrictamente creciente. Se definen By, := A, v ¥, : By, —
Bjy1 como ¢y, == ©p,p, . Mostrar que

@{An L Ay fast = @{Bk 23 Br bes1-

Teorema. Si J <A, entonces J,, := JN@"(A,) <" (A,),y J = Up>1Jn.

Demostracion. Es claro que J, C J,.1 C J, Vn, de modo que basta
mostrar que J C U,>1J,. Sea entonces x € J y € > 0, existe a, €
©"(A,) tal que ||z — a,|| < €/2. Si (uy) es una unidad aproximada de
J, sea \g tal que ||z —uy,z|| < €/2. Entonces uy,a, € J,, y

[ = wrgtnll < Jlz = ungz|l + lluag (= an)|| <e,
lo que concluye la prueba.

Teorema. Si cada A,, es simple, entonces A es simple.

Demostracion. Si J <1 A es no nulo, entonces debe existir n tal que
Jn, # 0 (usamos la notacién de la demostracién previa), y por lo tanto
Jn = ¢"(A,), ya que ¢"(A,) es simple. Pero entonces J,, = ¢"(A4,,)
VYm > n, y por lo tanto J D U,p"(A4,). Luego J = A.



11.

12.

Supongamos que {7,},>1 es un homormorfismo del sistema directo

{A, £ Api1tn>1 en el sistema directo {B, iy Bii1}n>1, es decir,
cada n,, es un homomorfismo tal que

Pn
An — > Ap41l

Mn j lnrH»l

Bn T’ Bn+1

es conmutativo para todo n. Si hﬂ{Bn, n} = (B, {¢¥"}), entonces los
tridangulos

Pn
An AnJrl
¢,nk %Ll Mn+1
B

son conmutativos, y por lo tanto existe un inico homomorfismo hgq M
A — B tal que para todo n el diagrama siguiente conmuta:

A,
17 % n
A , B
775:11& Mn

Se deduce que el limite directo es un functor.

Ejercicio. Supongamos que {A4, b Apiitn>1 v {Bn ¥ Bri1}n>1

. . n ,
son sistemas directos, y que {Ag,_1 = Bop_1}tn>1 ¥ {Ban = Agn}n>1
son sucesiones de homomorfismos tales que el diagrama siguiente

1 ®2 ®3 P4
Ay Ay As Ay

L Rk

By 1 By P2 BS P3 By

pa

es conmutattivo. Probar que lilgnn clim Ay — @BQn_l es un iso-
morfismo, cuyo inverso es hgqn; : lingn — @Azn.



1.2.

AF-AlgebraS

. Definicién. Se dice que A es una C*-algebra aproximadamente finita, o

mas brevemente una AF-dlgebra, si es el limite inductivo de un sistema
numerable de C*-algebras de dimension finita. Equivalentemente, si es
la clausura de una sucesiéon numerable creciente de C*-subdlgebras de
dimensién finita.

. Supongamos que {A, b Api1bn>1 es un sistema directo de C*-dlgebras

de dimensién finita, y sea A su limite. Entonces A es una AF-dlgebra.
Combinando los diagramas de Bratteli de cada homomorfismo ¢, :
A, — A,y se obtiene un grafo infinito, que se llama diagrama de
Bratteli de A. Por ejemplo, si A,, = M, y p,(a) = diag,,,,(a), entonces
se obtiene el diagrama

1—2 913 314 45

Con no poco trabajo se pueden probar el siguiente par de resultados:

Teorema. Sea A una C*-dlgebra. Entonces A es AF sii es separable y
satisface la siguiente propiedad: Ve > 0 y Vay,...,a, € A eziste una
C*-subdlgebra B de A, de dimension finita, tal que dist(a;, B) < €,
Vi=1,...,n.

Teorema. Sea A = U,,>1 A, = U,>1 B, una AF-algebra que se obtiene
a partir de las dos sucesiones crecientes de C*-algebras de dimensién

finita { A, }o>1 ¥ {Bn}n>1. Entonces para todo € > 0 existe U, € U(A),
con ||U, — Id|| < ¢, tal que

Up>14, = Ue Up>1 BLUY,

de modo que las *-dlgebras U,>14, y Uy,>1 By, son isomorfas. En parti-
cular hay sucesiones estrictamente crecientes {my}r>1 v {ng}x>1 en N
tales que VEk se tiene:

Am, CUB, U C A, ..

Los ideales y cocientes de una AF-algebra A son también AF-algebras,
y se pueden identificar completamente en “el” diagrama de Bratteli

de A.



1.2.1. UHF—AlgebraS

1. Sea & := {0 : Z* - Z*}. Si 0 € &, definimos o! : Z* — Z* como
ol(n):=cm)o(n—1)---0(2)o(1).

2. Sio € 6, sedefinee, : P— NU{+oco} como:

e.(r) :=sup{k € N : ¥ divide a algiin o!(n)}.

3. Para 0 € & consideremos el sistema directo Myi(n)0n Moin+1), donde
©n es el hm estandar unital. Sea M, el correspondiente limite inductivo.
Las algebras M, se llama dlgebras de Glimm, o también untformly
hyperfinite algebras.

4. Teorema. Si M, = M,/, entonces €, = €,.

Para la demostracién precisamos algiin material previo:

a) Lema 1. Sean p, q proyecciones en una C*-dlgebra con unidad A,

tales que ||p — ¢|| < 1. Entonces existe u € U(A) tal que ¢ = upu*
vy |I1 —ul < v2|p — q||. Concretamente es u = v|v|~!, donde
v=1-—p—q+2gp.
Prueba. Célculos directos dan v*v =1 — (¢ — p)? = vv*, de modo
que v es normal. También es invertible porque v*v = vv* es in-
vertible, ya que |1 —v*v|| = ||(¢ = p)*|| = [I(¢ — p)|I” < 1. Luego
u = v|v|~! es unitario. Ahora:

vp = (1=p—q+2pq)p = p—p—qp+2qp = qp = q(1-p—q+2pq) = qu,

de manera que pv* = v*q. Entonces pv*v = v*qu = v*vp. Entonces
p conmuta con V*v, y por lo tanto con |v| y |[v|7!. Luego up =
v|v|7p = vplv|Tt = qu|v|t = qu, es decir, ¢ = upu*.

Ahora: Re(v) = (lfpfqﬁqp);r(l*p*qwm =1—(q—p)* = vv*, y por
lo tanto Re(u) = Re(v) [v|~! = |v|. Por lo tanto:

n=u® = |(1—u")(1—w)|| = 2} (1-Re(w)[| = 2[1-|v||| < 2]|1-|v[*]|

donde la tltima desigualdad es consecuencia de ser 1 —¢ < 1 —¢2
para todo t € o(|v]) € [0,1]. Y como 1 —|v]* = (¢ —p)?, se deduce

que |1 —ull < /2[(p—q)2 =V2|p—q|. M



b)

Lema 2. Sea a un elemento autoadjunto de una C*-dlgebra A tal
que |la]] < 1y |la —a?| < 1/4. Entonces existe una proyeccién
p € A tal que |la —p|| < 1/2.

Prueba. Se puede suponer que A = Cy(X). La hip6tesis impli-
ca que |a|(z) # 3, Vo € X. Entonces S := |a|7}([3,+00)) =
la| ™ ((3,400) ) es abierto y cerrado en X, y por lo tanto p :=
Xs € A. Y es |la —p|| = max{|la — p|ls, |lals-} < 1/2. W

Un estado 7 : B — C es tracial si 7(zy) = 7(yz), Va,y € B.

Proposicion. El tnico estado tracial de M,, es Tr : M, — C tal
que Tr(a) := L(a11 + -+ + aun). En efecto, M, estd generado por
las proyecciones de rango 1 (por el teorema espectral), y cada par
de tales proyecciones son unitariamente equivalentes, por lo que
una traza queda determinada por su valor en cualquiera de ellas.

Si {A,}n>1 es una sucesién creciente de C*-subélgebras unitales
de la C*-dlgebra unital A (todas con la misma unidad que A), con
A =U,>14,, y en cada A,, hay un unico estado tracial 7,,, y para
todo n se tiene 7, = T,41|a,, entonces A tiene un tunico estado
tracial 7,y es 7, = T|a,, Vn.

Demostracion del teorema.

Sean 7 : M, — M, un isomorfismo, ¢" : Mgy, — My y " :
Mgy — M, los mapas naturales.

Basta mostrar que €, < €,.

Para eso es suficiente mostrar que para cadan € Z™" existe m € Z*
tal que ol(n) divide a o’l(m).

La sucesion de estados traciales 7,1(,) define un estado tracial 7 :
M, — C.

Fijado n, sea p una proyeccién de rango 1 de Mg(,). Como 79" es

el estado tracial de M), se tiene T("(p)) = J,%—n)

m(¢"(p)) es una proyeccién en My existen m € Z* y a € Myn(m)
autoadjunto tales que |la|]| <1y

1 1

Im(e" () —v™(a)ll < g v lIm(@"(p) — ™ (@)l < 3,

de donde se deduce que |ja — a?|| < 1.
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g) Entonces (Lema 2) existe una proyeccion g € My, tal que
|la — q|| < %, y entonces, intercalando 1™ (a), se obtiene

[ (" () — ™ (@) < [l7("(p)) — ™ (@)|| + [[¥"(a) — ™ (q)]]
<1/8+1/2<1.

Luego las proyecciones 7(¢™(p)) y ¥ (q) son unitariamente equi-
valentes (Lema 1), y por lo tanto 7’ coincide en ellas. Ahora:

(" (q)) = 7' (" (p) = 7¢"(p) = 1/0!(n).

Pero 7/¢™ es el estado tracial de My (), asi que 7'(¢™(q)) debe
ser de la forma d/o’!(m) para algin entero positivo d. Entonces
resulta que o’l(m) = do!(n). Listo.

5. Corolario. Hay una cantidad no numerable de clases de isomorfismo
de UHF &lgebras.

Demostracion. Sea {ry },>1 una numeracion de los primos. Dada o € &,
sea ¢ € G tal que a(n) = r3™ . Es claro que el mapa o +— 7 es
inyectivo, y como & es no numerable, la imagen de dicho mapa también

lo es. Por otro lado, € es inyectivo en esa imagen, pues €5(r,) = o(n).
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